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摘　要: 粗糙集理论是一种新型的处理模糊和不确定知识

的数学工具。目前已在人工智能、知识与数据发现、模式识别

与分类、故障检测等方面得到了广泛应用。 首先描述了粗糙

集的基本算法及其复杂度 ,包括等价关系 ,上下近似及各种

约简算法 ;接着对粗糙集扩展理论 ,如可变精度模型 ,相似模

型等进行了讨论 ,然后对粗糙集在数据挖掘、大数据集、粗糙

逻辑、多方法融合等领域中的应用进展情况进行了论述 ,最

后给出了建议的研究方向。
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Advances in rough set theory

and its appliations
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Abs tract: Rough set th eo ry, a new math ematical tool d ealing w i th

v agu eness and uncertainty, w as int rod uced by Paw lak in 1982. It

has been widely u sed in the area of AI, data mining , pat tern

recogni tion, faul t diag nosit ics , etc. This paper describes th e basic

algori th ms fo r rough set th eory, including equivalent relation,

upper / low er approximation and red uction. Then sev eral extensions

of rough set th eory are dis cus sed such as V PRS, similari ty bas ed

model , and applications of rough set th eo ry in areas like data

mining , rough logic, etc. Fur ther research directions are th en

discuss ed.
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　　粗糙集 ( rough set )理论是一种新型的处理模

糊和不确定知识的数学工具。目前已经在人工智能、

知识与数据发现、模式识别与分类、故障检测等方面

得到了较为成功的应用。

粗糙集理论具有一些独特的观点。这些观点使

得粗糙集特别适合于进行数据分析。 如:

知识的粒度性。粗糙集理论认为知识的粒度性

是造成使用已有知识不能精确地表示某些概念的原

因。通过引入不可区分关系作为粗糙集理论的基础 ,

并在此基础上定义了上下近似等概念 ,粗糙集理论

能够有效地逼近这些概念。

新型成员关系。 和模糊集合需要指定成员隶属

度不同 ,粗糙集的成员是客观计算的 ,只和已知数据

有关 ,从而避免了主观因素的影响。

采用粗糙集理论作为研究知识发现的工具具有

许多优点。粗糙集理论将知识定义为不可区分关系

的一个族集 ,这使得知识具有了一种清晰的数学意

义 ,并可使用数学方法进行处理。粗糙集理论能够分

析隐藏在数据中的事实而不需要关于数据的任何附

加信息。

但是 ,在粗糙集合应用于实际系统时 ,仍然存在

一些实际问题。例如约简的有效计算问题 ,如何处理

数据中的噪音和丢失值问题。为解决上述问题 ,有许

多工作集中在寻求有效的约简算法和对经典粗糙集

理论的扩展上。

1　基本算法及其复杂度

1. 1　求等价关系

求等价关系的的最坏复杂度为 O (|A||U|
2 )。

其中 A为属性集合。|O|为对象集合。 这是因为在

最坏情况下需要扫描对象集合两次。每个对象一次 ,

每个对象的等价类一次。 一个改进的算法是首先按

给定属性集对对象排序 ,然后扫描一遍即可。这样它

的复杂度就降低到 O (|A||U|lg|U|)。

1. 2　上下近似

如果已经给定条件属性和决策属性的等价类



(或划分 ) ,求某个集合的上下近似是直接了当的事

情。只需测试该集合在条件属性下的等价类是否包

含或部分包含在决策属性下的等价类中即可。 等价

类的个数在最坏的情况下等于|U|。 因此在已给定

划分 (等价类 )下求上下近似的复杂度为 O (|U|)。

这样整个的复杂度最坏在 O (|A||U|lg|U|)。 Chan

给出一种在属性增减时上下近似的更新方法
[ 1]
。作

者指出该方法的一种可能的应用是动态属性泛化。

该方法使得更新后的上下近似可以用原属性集合的

上下近似 ,原属性集合的边界 ,新增单个属性的上下

近似 ,新增单个属性的边界来表示。这使得增加一个

属性时 ,上下近似的更新只需计算单个属性的上下

近似即可。

1. 3　属性重要性及核

属性的重要性在于去掉该属性后正区域的变化

大小。 其时间复杂度的主要取决于正区域。因此计

算属性重要性的时间复杂度和计算上下近似的复杂

度相同。核的计算可以通过属性的重要性来计算。若

属性的重要性大于 0,它必是核的成员。所以核的计

算可以通过测试 X 中每个属性的重要性来决定。因

此计算核的复杂度为 O (|X||A||U|lg|U|)。 其中

核 X是条件属性的子集。

1. 4　约简

约简是粗糙集用于数据分析的重要概念。 然而

最小约简的计算是 N P-hard的。因此运用启发信息

来简化计算是必要的。事实上 ,计算最小约简的问题

有些类似于机器学习中的最小属性子集问题。 如前

所述粗糙集中的约简计算可以转化成布尔函数化简

问题。 因此可以使用许多布尔函数化简中的技巧及

算法。 有许多作者讨论了计算约简的问题。这里我

们介绍一些典型算法。

算法 1 (基本算法 )　基本算法首先构造区分矩

阵。在区分矩阵的基础上得出区分函数。 然后应用

吸收律对区分函数进行化简 ,使之成为析取范式。则

每个主蕴含式均为约简。基本算法可以求出所有的

约简 ,但是只适合于非常小的数据集。基本算法的时

间复杂度为 O ( 2|X||A||U|lg|U|)。

算法 2 (属性的重要性 )　由 Hu提出
[2 ]。 该算

法非常简单和直观。它使用核作为计算约简的出发

点。计算一个最好的或者用户指定的最小约简。算

法将属性的重要性作为启发规则。首先按照属性的

重要程度从大到小逐个加入属性 ,直至该集合是一

个约简为止。接着检查该集合中的每个属性 ,看移走

该属性是否会改变该集合的对决策属性依赖度。 如

果不影响 ,则将其删除。此算法的最坏复杂度在 O

(|A|2|U|lg|U|)。 因为循环的执行次数最多为

|A|,而求属性间的依赖程度的复杂度和计算正区

域相同。

算法 3 (遗传算法 )　已经有不少用遗传算法计

算约简的算法。 各种算法的不同之处主要在表示和

适值函数的不同。这里介绍具有代表性的 Bjorvand

和 Komorow ski提出的遗传算法
[3 ]
。表示:每个位串

代表区分矩阵的一项 ,即两个对象的区分属性集。某

位为 1时表示该属性存在 ,否则不存在。这样每个位

串是一个约简的候选。定义适值函数如下

F (v ) =
N - Lv

n
+

Cv

(m2 - m ) /2
,

其中: N是属性集合的长度 , Lv 是 v中 1的个数。

Cv 是 v能区分的对象组合的个数。 m是对象的个

数。 该函数由两部分组成。前一部分的目的是希望

Lv的长度尽可能得小。后一部分希望区分的对象尽

可能多。在设计初始种群时 ,可以考虑将核或专家认

为必要的属性加入种群中 ,以加快算法的收敛。

算法 4 (复合系统的约简 )　 Kryszkiewicz和

Rybinski研究了在复合信息系统中寻求约简的问

题。 即怎样利用现有的子系统的约简求复合系统的

约简
[4 ]
。其主要思想是将布尔函数的化简问题转化

成集合空间中的边界搜索问题。而在已知子系统的

约简的情况下 ,复合系统的搜索空间将得到简化。

设有信息系统 S1 , S2。它们的属性集合相同。设 f 1

和 f 2分别是它们的区分函数。则整个信息系统 S的

区分函数 f 可表示为 f = f 1∧ f 2∧ f 12。其中 f 12代表

S1 , S2中的对象分别作为纵横坐标组成的区分函

数。根据上面的讨论 ,如果我们已知 S1和 S2的约简

时 ,则 S的约简只需在空间 [M INS( f 1∧ f 2 ) , {A } ]

上搜索而不必从头开始。 其中 M IN S( f 1∧ f 2 )是两

个子系统的约简的并的最小值。因而搜索空间大大

减小。

算法 5 (扩展法则 )　 Starzyk, Nelson 和

Stur tz提 出一种新概念 ,称为 强等价 ( strong

equivalence ) ,进而发展为扩展法则 ,用于快速简化

区分函数
[5 ]
。两个属性称为局部强等价 ,若它们在区

分函数的所有项中同时出现或不出现。 当两个属性

是局部强等价时 ,它们就可以仅用一个属性代替。实

验表明该算法比基本算法快数十到数百倍。 因而能

处理更大的数据集。

算法 6 (动态约简 )　动态约简在某种意义上是
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给定决策表中最稳定的约简 ,它们是在从给定决策

表中随机抽样形成的子表中最常出现的约简。 动态

约简能够有效的增强约简的抗噪音能力 [6 ]。 动态约

简的计算过程较为简明 ,主要是对决策表进行采样 ,

然后对采样后的决策表计算所有约简。在所有的子

表中保持不变或近似保持不变的约简就是动态

约简。

2　扩展模型

粗糙集理论应用于数据分析时 ,会遇到噪音、数

据缺失、大数据量等一系列经典理论解决不够理想

的问题。因此在近几年的研究中 ,出现了许多粗糙集

的扩展模型。其中典型的有可变精度粗糙集模型 ,相

似模型等。

2. 1　可变精度模型 (VPRS)

在数据集中存在噪音等干扰情况下 ,经典理论

会由于对数据的过拟合而使其对新对象的预测能力

大为降低。而在实际应用中 ,噪音是在所难免的。为

增强粗糙集合模型的抗干扰能力 , Ziarko提出了一

种可变精度 RS模型
[7 ]
。该模型通过引入一个精度 ,

从而具有一定的容错性。

V PRS的主要扩充体现在它允许一定的误分类

率。为此 ,引进一个精度U( 0≤U≤ 0. 5)。定义U-多

数包含关系为: 若把集合 X中的元素分类到集合 Y

中 ,则会犯分类错误的可能性小于U。 显然 ,若U=

0,则U-多数包含关系就退化成标准的包含关系。这

样就可以用U-多数包含关系来解释粗糙集中的上

下近似。

集合 X的下近似可解释为那些 U中的元素分

类到 X 中分类错误率不大于 U的等价类集合。 X

的U-上近似 R
-
UX 包含所有 U中不可能在误分类率

小于U之下分类到 -X 中的所有元素。

根据经典粗糙集同样的方式 ,利用集合的下近

似 ,可以定义属性的U-近似依赖。粗糙依赖量度是

精确分类 ,即对对象的无错误分类的综合能力的评

价 ,而近似依赖量度是度量分类错误率在预先给定

的可容忍极限 U之内的分类能力。近似分类与粗糙

分类相反 ,不能解释为属性的函数或部分函数依赖。

近似依赖的性质弱于函数依赖的性质 ,例如传递性

就不再成立。

根据扩展的近似依赖的定义 , U-约简或称近似

约简可以定义为在近似依赖度不变的前提下的最小

子集。V PRS模型是和经典粗糙集兼容的。因为只要

令U= 0,那么就和经典模型一致了。 因此 V PRS模

型能够保持绝大多数经典模型的良好性质。 这为它

的广泛应用打下了基础。

Katzberg和 Ziarko进一步提出了不对称边界

的 V PRS模型 ,即在上下近似的定义中的 U可以是

不相同的。从而使此模型更加一般化
[ 8]
。

2. 2　相似模型

经典粗糙集模型的基础——不可区分关系——

是很强的。在数据中存在缺失的属性值的时候 (在数

据库中很普遍 ) ,不可区分关系或者说是等价关系无

法应付这种情形。为扩展粗糙集的能力 ,有许多作者

提出了用相似关系来代替不可区分关系作为粗糙集

的基础 [9 ]。

在使用相似关系代替粗糙集合中的不可区分关

系后 ,最主要的变化就是相似类不再形成对原集合

的划分了。它们之间是相互重叠的。类似于等价类 ,

可以定义相似集。即所有和某个元素 x在属性集合

B上相似的集合 SIMB ( x )。值得注意的是 SIMB ( x )

中的元素不一定属于同一决策类。 因此还需定义相

似决策类 ,即相似集对应的决策类集合。

由于相似集的元素并不一定属于同一个决策

类 ,为此定义相对吸收集。子集 Y U称为相对吸收

集 ,如果对于每个 x∈ U ,存在 y∈ Y与之相似 ,并且

具有同样的决策值。 显然相对吸收集可以用来进行

数据削减。利用相似集可以很容易地定义正区域的

概念。它就是所有包含在决策类中的相似集的并。依

赖度和约简的概念都可以类似经典集合的方式

定义。

实践证明 ,相似模型在实践使用中具有比经典

粗糙集模型更好的性能。 在解决数据库中缺少值的

情况时 ,一个简单的相似关系可以定义为 (其中* 代

表不知道或不关心 ):

fC ( x , y ) = {x ∈ U , y∈ U| a∈ C ,

a (x ) = a( y ) or a( x ) = * o r a ( y ) = * } .

3　应　用

可以说 ,粗糙集理论由于其在数据挖掘方面的

应用而受到广泛的关注。最近几年 ,粗糙集理论的应

用研究得到了长足发展。 这里从几个方面简述相关

的应用。由于在粗糙集的文献非常多 ,我们仅列举其

中极少数代表性应用。

数据缩减与规则生成。 Kohav i和 Frasca等用

实验证明 ,数据库中最有用的子集并不一定是粗糙

集中的相对核 ,甚至可能不包括完全的核属性

集 [10 ]。 Ning Shan则讨论了基于 RS的从数据中发
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现规则的增量自适应算法
[11 ]
。提出了一种找到最大

泛化的规则和约简的算法和规则与缩减的增量算

法。 Grzymala-Busse和 Zoubi比较了同时使用可能

规则及确定规则和只使用确定规则的性能 ,发现前

者产生较小的错误率 [12 ]。 Choubey和 Deougun等

的研究得出了同样的结论。 他们还在属性选择的题

目下研究了近似约简问题。 并给出了几个启发式算

法
[13 ]
。 Lenarcik和 Piasta研究了在每个对象的

Cost不一样时的粗糙分类器。他们的主要方法是对

所有的对象定义一个新的 Cost属性
[14 ]。 Mollestad

T和 Kom orow ski J提出了在粗糙集框架下缺省规

则生成的格搜索算法
[15 ]

,并给出一组启发式搜索

策略。

大数据集。由于粗糙集在数据挖掘中具有较大

的计算复杂度 ,受关联规则挖掘算法的启发 ,有些作

者提出了将关联规则挖掘技巧应用于粗糙集的确定

和可能规则生成中来 ,以减小粗糙集方法的计算复

杂度
[ 16]
。 Nguyen和 Skow ron等描述了一种决策表

分解方法
[17 ]
。他们首先使用遗传算法在决策表中寻

找代表性的模板 (类似如一条支持度最大的规则 ) ,

然后将决策表一分为二。满足模板的为一个部分 ,不

满足的为另一部分。将该过程递归进行 ,直至决策表

的大小满足要求为止。然后再对小决策表生成规则。

当新对象到来时 ,从顶部开始匹配 ,直至叶子的

规则。

多方法融合。 Jelonek等研究了将 RS理论用于

神经网络训练数据的预处理 ,主要进行了属性的缩

减和属性值域的缩减 ,上述处理有利于提高学习效

率 ,并且保持了较低的稳定的近似分类误分类差错

率
[18 ]
。 Hu等人提出了一种将基于属性的归纳概念

方法和 RS结合的方法
[ 2 ] ,首先使用面向属性的概

念树爬升技术对属性进行泛化 ,然后使用 RS方法

计算缩减并生成规则。 由于在泛化过程中消除了不

必要的属性值和在缩减过程中去掉了不相关的属

性 ,最后的规则是很一般的形式并且可用高层次抽

象概念表达。 Lingras和 Dav ies研究了粗糙集和遗

传算法的集合 ,提出了一种粗糙遗传算法
[19 ]
。 在该

算法中 ,基因用粗糙数表示。

信息检索。 Beaubouef等在 RS理论基础上提

出了一种 Rough关系数据库模型
[20 ]

,并定义了各种

Rough关系算子。该模型将 RS的重要性质引入到

基本关系模型中 ,从而使之具有更好的检索能力和

适应性。在此模型中 ,查询结果返回的是基于属性的

Rough关系 ,它不仅包含一个查询的确定应答 ,还

包含可能的应答 ,例如上近似所包含的元组等。

粗糙逻辑。 不少逻辑学家和理论计算机科学家

试图通过 RS建立 Rough逻辑。 Pawlak 等在

C ACM 1995年 11期上发表综述 ,认为研究粗糙逻

辑——基于 RS的不精确推理逻辑—— 是粗糙集应

用研究中最重要的课题之一。 Lin和 Liu等基于拓

扑学观念定义了 Rough下近似算子 L和 Rough上

近似算子 H
[21 ]

,这 2个算子的语法性质分别与模态

逻辑中的必然算子 (和可能算子◆十分相似 ,因而带

L 和 H算子的逻辑公式被称为 Rough逻辑公式 ,

并且建立了与模态逻辑相似的公理化 Rough集的

逻辑演绎系统和相平行的演绎规则。 Yao和 Lin通

过研究粗糙集和模态逻辑的关系 ,提出并研究了一

系列扩展粗糙集的性质 [22 ]。通过使用不同的二元关

系作为粗糙集的基础 ,可以导出不同的粗糙集代数

模型 ,相应为不同的模态逻辑。

决策支持。 决策分析不仅仅是分类任务。它还

要求对属性的评价的标准。例如同类的商品我们认

为低价比高价好等等。为使经典粗糙集理论适用决

策支持的要求 , Greco , Ma tarazzo和 Slowinski给出

了扩展经典粗糙集的方法
[23 ]
。主要是采用一种和评

价准则有关的支配关系 ( dominance,自反和传递的 )

代替等价关系的方法。并提出以模糊属性评估方法

代替粗糙集中的属性重要性方法。

原型 系统。 典型系 统如 KDD-R, LERS,

Rough DAS& RoughCLASS, Roset ta, Rough

Enough , Grobian等
[24 ]。这些系统为了实际的需要 ,

一般会对经典理论有所扩展。

其它方面的应用例子有字符识别 ,医疗诊断 ,市

场预测等等。这些应用主要是利用粗糙集及其扩展

方法进行规则获取后在具体领域的应用。这里我们

不一一讨论。有兴趣的读者可参看有关文献。

4　结　语

粗糙集合以其独特的优势正在赢得越来越多的

研究者关注 ,并在各个应用领域获得了广泛的应用。

然而这仍是一个极其年轻并在高速发展的学科。 下

面从数据库知识发现角度列举一些可能的研究方向

及应用领域。这些方向实际上是相互关联的。

高效约简算法。 高效的约简算法是粗糙集应用

于知识发现的基础。 现尚不存在一种非常有效的方

法。 因此寻求快速的约简算法及其增量版本仍然是

主要研究方向之一。

大数据集问题。现实中的数据库已经越来越大。
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粗糙集理论如何应付这一挑战仍旧是一个问题。虽

然现在已经有一些有益的探索 ,但是还没有找到一

种令人满意的方法。可能的解决方案有采样、并行化

等。需要发展相应的算法。

多方法融合。 现在有许多种数据挖掘方法。实

验表明 ,还没有一种在所有的测试集上表现都比其

它方法出色。 因此多种方法的融合可能是进一步提

高分类效能的方法之一。 此外 , 最近提出的

commit tee学习方法在粗糙集方法上的应用也是有

意义的课题之一。
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